Wielopoziomowe zadania z lusterkiem,
czyli ksztatcenie umiejgtnoSci matematycznych
1 nie tylko

Marek Matejuk*

1 Zadanie nr 26

Uczestnicy pierwszego etapu pierwszej edycji Konkursu Matematyczne Preteksty** (2013/2014)
mieli okoto 60 dni na rozwigzanie 60 zadan (bardzo tatwych, fatwych, trudnych i bardzo trudnych).
Jednym z nich bylto zadanie nr 26 o tresci:

Jakie bedzie pole najwigkszego obszaru, ktory mozna ograniczy¢ parowkami uzytymi do snia-
dania, jeieli koniec jednej parowki styka sie z koricem innej parowki? Zeby zobaczyé¢ wszystkie te
parowki bez uzycia lusterka, nie musimy spogladac za siebie. Pomijamy grubos¢ paréowek.”

Z tekstu wstepnego (z ktérego nalezato wydoby¢ cze$¢ informacji niezbednych do rozwigzywania
zadan) oraz odpowiedzi do wczesniejszych zadan (z ktérych czeS¢ danych byta rowniez niezbedna
do rozwigzywania p6zniejszych zadan) wynikato, ze chodzi o 12 paréwek.

Dodatkowo, migdzy zadaniem nr 9, a zadaniem nr 10, byly podane:

,» Uwagi do nastepnych zadan.
Jezeli w zadaniach nie podano inaczej, to przyjmujemy, Ze wszystkie parowki sq takie
same, majq 2 cm Srednicy, 18 cm dtugosci, sq proste i zakonczone potkuliscie.
Parowek nie zginamy, nie tamiemy ani nie ucinamy i nie Sciskamy, chyba ze w zadaniu jest inaczej.”

2 Po co to lusterko

Zaréwno w czasie pierwszego etapu konkursu, jak i po nim, wiele emocji wzbudzato owo lusterko.

Zazwyczaj, w praktyce szkolnej, kiedy rysuje si¢ kilka odcinkéw tworzacych tamang zamknigta,
mamy na mysSli tylko jeden z obszaréw, na ktéry dzieli ona ptaszczyzng - ten ograniczony, tworzacy
wielokat.

Jednak w miarg inteligenty uczest-
nik, dostrzegajacy oba te obszary, moze
pomysle¢, ze z tatwoscia juz znalazt
rozwiazanie - to obszar nieogranczony,
o nieskoficzonym polu. I niestety prze-
stanie o tym zadaniu mysle¢!

,Obudzitby” si¢ on dopiero kilka
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dni przed terminem udzielania odpowiedzi, po otrzymaniu Karty odpowiedzi, w ktérej nalezato wy-
bra¢ liczbe, jako odpowiedZ do zadania nr 26 (liczba to wszak nie nieskoniczono$¢). A chcialem mu
tego zaoszczedzi€ i zaprosi¢ go do dtuzszej zabawy matematyczne;j.

Poniewaz zadanie nr 26, jak wigkszos¢ zadan konkursu, daje si¢ rozwigzywac przez uczniéw
z wielu réznych pozioméw edukacyjnych, to dlugo zastanawialem sig, jak zaznaczyé, ze interesuje
mnie obszar ograniczony, ale zrobi¢ to bez zadnych formalizméw, odstraszajacych juz na wstgpie
uczniéw mtodszych.

I pojawito sig ... lusterko!

Bardzo mnie to ucieszylo, bo nie tylko osiagnatem efekt, o ktéry mi chodzito, ale réwniez tres¢
zadania okazata si¢ duzo bardziej interesujaca - zeby rozwigza¢ problem geometryczny, nalezato naj-
pierw sprawdzi¢ swoja umiejetnos¢ czytania ze zrozumieniem i rozwiazaé zagadke logiczna.

Przy okazji jej rozwiazywania, uczestnicy dobitnie (i prawdopodobnie trwale) zdawali sobie sprawe,
ze tamana zamknieta nie wyznacza tylko jednej czegsci ptaszczyzny.

3 Najwigkszy obszar

Podczas pracy z uczniami w ramach Pretekstowych Kétek Matematycznych, poSwigconych roz-
wigzywaniu archiwalnych zadan konkursu, zdatem sobie sprawe, ze nie tylko niektérzy uczniowie
szkoly podstawowej nie wiedza, jaki ksztatt ma wielokat o najwigkszym polu, ktéry mozna utozyé
z dwunastu odcinkéw o takiej samej dtugosci.

Poniewaz podstawowa metoda pracy z zadaniami konkursu jest metoda badawcza, to badaliSmy
te sytuacje, zdecydowanie odrzucajac zasadg, ze jak czego$ nie wiem od razu, to si¢ tym dalej nie
zajmuje.

W zaleznoSci od wieku i poziomu umiejetnosSci matematycznych uczestnikow kotka, taka praca
szta szybciej lub wolniej oraz miata mniej lub wigcej etapéw. A jak si¢ mozna domysli¢, najwigcej
matematycznej radoSci dostarczali najmtodsi uczestnicy - bo i zabawa byta zazwyczaj najdtuzsza,
i jednoczesnie najczgSciej miala najwigcej etapow.

Wsrdd uczestnikow koltka, ktoérzy nie wiedzieli, ze cho-
dzi o dwunastokat foremny, bardzo czgsto na poczatku
pojawiaty si¢ kwadraty i tréjkaty réwnoboczne (idea fo-
remnosci gdzieS si¢ jednak tlita). Czasami pojawialy si¢
tez prostokaty r6znoboczne, ale bardzo szybko ,,znikaty”
z przyczyn ,technicznych”, po porOdwnaniu z kwadra-
tem.

Uczestnicy wiedzacy, jak obliczy¢ pole kwadratu i pole tréjkata réwnobocznego nie mieli proble-
moéw z okresleniem, ktéry z wielokatéw foremnych o tym samym obwodzie: 3-bok czy 4-bok, ma
wigksze pole.

Co jednak z tymi, ktdrzy nie potrafili tego policzyc?
ZauwazaliSmy wtedy, ze kwadrat da si¢ podzieli¢ na 9 kwadracikéw o boku jednej paréwki - tatwi-
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zna. Potem jednak trzeba byto poradzi¢ sobie z tréjkatem réwnobocznym, wigc ... ,,przecigliSmy go
na pot” (wzdhuz wysokosci) i ztozyliSmy z niego prostokat,
ktorego przekatna byt bok tego trojkata.

Krétszy bok tego prostokata miat dtugo$¢ dwoéch pa-
rowek, a dluzszy bok byl na pewno krétszy, niz prze-
katna, czyli 4 paréwki, wigc zmiescitoby si¢ w nim
mniej, niz 8 kwadracikéw o boku jednej parowki.
I juz!

OczywiScie potem pojawialy si¢ szeSciokaty foremne,
ktérych pola jedni obliczali, a inni szacowali, podobnie jak w przypadku tréjkata r6wnobocznego.

W konsekwencji, finalnie pojawiat si¢, predzej czy pdzniej, dwunastokat
foremny.

4 Rozwiagzania

Rozwiazanie nr 1.

Prawdopodobnie najszybciej i najtatwiej rozwiaze to zadanie uczen zna-
jacy twierdzenie cosinusOw, ktory chce skorzysta¢ z dobrodziejstw kata
o mierze 30° 1 ktéry podzieli ten dwunastokat na 12 przystajacych tréjkatow
réwnoramiennych, o najkrétszym boku dlugosci 18 ¢m i dluzszych bokach
dlugosci r oraz kacie migdzy nimi o mierze ... wtasnie 30° (korzystanie z ele-
mentarych definicji proporcji trygonometrycznych dla kata 15° wigzatoby sie
z dodatkowym wysitkiem policzenia np. tg15°, a dodatkowo, uczestnik moze
jeszcze nie zna¢ funkcji trygonometrycznych potowy kata).

By¢ moze policzy on pole takiego tréjkata tak:

182 = r2 + 12 — 212 . cos30°
324 =22 —2p2. V3

2 18 30°
324 = 2r°(1 — 2) ,
2 __ 324
rT = —2_\/3

iteraz, w miarg inteligentny uczen, przewidujac swoéj kolejny ruch, powstrzyma swdj ,,odruch szkolny”
1 nie bedzie liczyt wartosci 7, bo pole naszego tréjkata to wszak

%T2Sin300 1, 324 1 __ _81

a wiec pole naszego dwunastokata to 29_7\% cm? 1ub 972(2 + V/3) em?.

Rozwigzanie nr 2.

Co ma zrobi¢ uczen, ktory nie zna twierdzenia cosinuséw?
Oczywiscie prébowac rozwigzaé zadanie inacze;j.

Wszelkie prawa zastrzezone! Copyright ©Marek Matejuk. 19 lutego 2026 r. - MatPret.pl/artykuly 3



Moze on zauwazy¢, ze wysoko$¢ wspomnianego tréjkata, opuszczona z wierzchotka wigkszego
kata, dzieli ten tr6jkat na dwa mniejsze tréjkaty prostokatne: po-
towe tréjkata rownobocznego o boku 7 1 trdjkat o katach ostrych
75°115°.

Gdyby znat on funkcje trygonometryczne sumy lub ré6znicy 18
dwéch katéw, to zadanie byloby proste, bo

% to sin75° albo cos15°.

Policzytby on wéwczas 3, czyli takze r, a wigc miatby dhu-
go$¢ podstawy naszego tréjkata i wysokosci opuszczonej na tg podstawe - do pola tylko jeden krok.
Skoro jednak nie zna on twierdzenia cosinusow, to prawdopodobnie nie zna réwniez funkcji trygono-
metrycznych sumy i réznicy dwéch katdw. Pozostaje wigc jedno - twierdzenie Pitagorasa.

W tréjkacie o przeciwprostokatnej dtugosci 18 c¢m, dtugos¢ krétszej przyprostokatnej jest réznica
r 1 wysokosci tréjkata rownobocznego o boku r, czyli jest rowna r — r‘/Tg, a dtugos¢ dtuzszej przy-

3 T
prostokatnej to 3.

Mogtoby to wigc wygladac tak:

182 = (5)2 + (r — r%)?
r2

324 = 2 +r2(1— 42)?

324 = I 4 VO

1296 = 72 +r (7—4\/5)
1296 = r%(8 — 4/3)
1296 = 47%(2 — V/3)

r2 — 32
2—/3

i teraz, w miarg inteligentny uczen, przewidujac swéj kolejny ruch, powstrzyma swéj ,,odruch szkolny”
inie b@dzie liczyt wartos$ci r, bo pole naszego tréjkata to wszak

r

75, zyli 7 atodaJeQ\[,

a wigc pole naszego dwunastokata to 29_733 cm? lub 972(2 + V/3) em?

Rozwiazanie nr 3.

A co ma zrobi¢ uczen, ktéry nie zna ani twierdzenia Pitagorasa, ani tym bardziej twierdzenia
cosinusOw, ani funkcji trygonometrycznych sumy lub réznicy dwoéch katéw, ale bardzo mu zalezy
na rozwigzaniu tego zadania i zajeciu jak najlepszego miejsca w Konkursie Matematyczne Preteksty?
OczywiScie powinien probowac rozwigzac zadanie jeszcze inaczej.

Jesli jest on bardzo zawzigty, to moze prébowaé przynajmniej jak najbardziej zblizy¢ si¢ do po-
prawnego wyniku. A zeby tak byto, to moze on zrobic ... jak najdoktadniejszy model naszego tréjkata!
A wiasciwie - tylko jego potowy (cigcie wzdtuz dtuzszej wysokosci).
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Przy czym powinien juz takze zdawac sobie spraweg, ze raczej nie otrzyma doktadnych odpowie-
dzi (!), a w tresci zadania nie ma mowy o przyblizeniach (jednak nie wszystko da si¢ ,,przeskoczy¢”
w zadaniach konkursu).

Najlepiej dla jego ksztatcenia bytoby, gdyby nie dysponowat on programem komputerowym do wy-
konywania takich konstrukcji i ich mierzenia, tylko zrobit ja rgcznie, na papierze, z uzyciem jedynie
otéwka, doktadnej linijki i precyzyjnego cyrkla. Wszak konstrukcja jest bardzo prosta i by¢ moze
mogtaby wygladac tak:

1) na papierze formatu wigkszego niz A4
(po pierwszej probie rysunku na A4, na pewno szybko . ~{
zmieni papier), skonstruuje kat prosty (jesli skala ma / >( N
wynosi¢ 1:1 - chyba najlepie;j), [

2) na jednym z ramion tego kata prostego, jak naj- \ K S
doktadniej odmierzy 9 ¢m od jego wierzchotka i za- —
znaczy tam punkt,

3) skonstruuje kat o mierze 75° (60° + jedna jego
¢wiartka, najlepiej tukami okregdéw o jak najwigk-
szych promieniach) tak, zeby ten zaznaczony ostat-
nio punkt byl jego wierzchotkiem, a jedno z ra-
mion zawieralo wspomniany odcinek o dlugosci 9 75—
cm, —

4) jak najstaranniej przedtuzy ramig tego kata, nie
zawierajace odcinka o dlugosci 9 e¢m tak, zeby prze-
ciglo ramig kata prostego - tworzac tréjkat, ktéry powinien by¢ prostokatny i mie¢ katy ostre o miarach
75° 1 15°.

Teraz przyblizone pole naszego tréjkata (dwunastej czgsci naszego dwunastokata) zalezy od do-
ktadnoSci powyzszej konstrukcji i odczytu dlugosci drugiej przyprostokatnej powyzszego tréjkata
prostokatnego i jest iloczynem tej dtugoscii 9 cm.

Rozwigzanie nr 4.

Nie wiem, jak rozwiazuja zadania uczestnicy konkursu, bo sptywaja do nas tylko ich odpowie-
dzi, ale wiem, jak rozwiazuja je uczestnicy ogdélnopolskich Pretekstowych Kétek Matematycznych,
bo sam te kétka prowadze.

Najczestszym sposobem rozwigzywania zadania nr 26 jest badanie wspomnianego wyzej trojkata

roOwnoramiennego, ktérego pole jest 12 razy mniejsze, niz pole naszego dwunastokata. Na razie nie

dane mi bylo ustysze¢ od uczestnikow kétek innego, zupelnie banalnego roz-

wiazania, do ktérego potrzeba jedynie wysokosci trojkata rownobocznego - pre-
zentuj¢ to rozwiazanie ponizej.

Nasz dwunastokat foremny wpisujemy w jak najmniejszy kwadrat, ktéry go
zawiera. Pole dwunastokata to réznica pola tego kwadratu i sumy p6l czterech
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jego ,,narozy’.

Kazde takie ,,naroze” to kwadrat o boku 9 cm 1 dwie potowy trojkata

93 roéwnobocznego o boku 18 cm.
9
9 18 Dzigki tej obserwacji wiemy, ze:
W3 /g 1) suma pol czterech takich ,,narozy” to 4(9% + %), czyli 4(81 +

81v/3) = 324(1 + v/3) em?,

2) potowa boku tego kwadratu ma dtugos¢ 9+ %ﬁ 49, czyli 9(2++/3),
a wigc caty bok ma dhugosé 18(2 + v/3),
czyli pole kwadratu to 18%(2 4 v/3)? = 324(7 + 4v/3) cm?.

Pole naszego dwunastokata to zatem

324(7 4+ 4v/3) — 324(1 4+ /3) = 324(6 + 3v/3) = 972(2 + V/3) em?.

5 Zadanie nr 27

Nastepne zadanie 1. etapu pierwszej edycji Konkursu Matematyczne Preteksty bylo takie:

,Jakie bedzie pole najwigkszego obszaru, ktory mozna ograniczy¢ parowkami uzytymi do snia-
dania, jezeli koniec jednej paréwki styka sig 7 koricem innej paréwki? Zeby zobaczy¢ wszystkie te
parowki bez uzycia lusterka, nie musimy spogladac za siebie.”

Po pierwsze, wiadomo, ze - jak to zwykle w takich przypad-
kach bywa - chodzi o rzut prostokatny na plaszczyzng rzeczywi-
stego ulozenia paréwek (walcow, zakonczonych pétkulami), bo ina-
czej zadne lusterko nie pozwoli na wyznaczenie obszaru ograniczo-
nego.

Po drugie, juz na pierwszy rzut oka widaé, ze sprawa jest zdecydowa-
nie bardziej skomplikowana, niz poprzednio. Oczywiscie nadal uktadamy
z paréwek ksztalt jak najbardziej przypominajacy dwunastokat, ale caly problem tkwi w miejscu ich
laczenia sie.

Podobnie jak poprzednio, najczest-
szym rozwiazaniem przedstawianym przez
uczestnikow ogdlnopolskich Preteksto-
wych Koétek Matematycznych byt podziat
tej figury na dwanascie tréjkatéw réwno-
ramiennych i dwanascie ,,miniobszaréw”
wystepujacych przy punktach styku paré-
wek.

Do policzenia pola jednego takiego
trojkata potrzebujemy dlugosci jego krétszego boku, a do policzenia pola ,,miniobszaru” potrzebu-
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jemy pola tréjkata prostokatnego o przyprostokatnej dtugosci 1, lezacej przy kacie o mierze 37, 5°.
Oba te problemy rozwiaze poznanie wartosci liczby .

Sprawa jest tatwa, bo T = tg37,5°, czyli x = tg37,5°
1juz! Szkoput jest jednak taki, ze nadal w tresci zadania nie
ma mowy o przyblizeniach, wigc trzeba policzy¢ doktadna
warto$¢ tg37, 5°.

76 Wiadomo, ze tg37,5° = tg% = %, a wigc po-
1 trzebujemy doktadnych wartosci cos75° 1 sin75°.
X cosT5° = cos(45° + 30°) = cos45° - c0s30° — sind5° -

oo — V2 V3B V21 _ V2(V3-1)
32n30—7-7—7-—— 1

2
sin75° = sin(45° + 30°) = sind5° - c0s30° + cos4h® - sin30° = V2.3 4 vE L1 VAV

2 2 2 2 4

1- 2080 4 V3(/3-1) _ 4-v3(/B-1) | V2(VE-1)

Kontynuujac, tg37,5° = AR D) VA VA D =
- 4\/5(\/?;5(13):12)(4_2\/3) = 4\/5(\/5_12_4(2_\/?:) - \/5(\/g - 1) — 24 \/g = \/6 - \/i — 24 \/g -

=V3(V2+1) - V2(1+v2) = (V2+ 1)(V3 - V2) =

1

»75  Naszego dwunastokata) ma wigc dtugosé

Krétszy bok naszego tréjkata rownoramiennego (

16 + 22 = 16 + 2(v/2 + 1)(vV/3 — v2) cm.

Jednak w kazdym z pierwszych dwdéch rozwiazan zadania nr 26, ktérych tropem bedziemy poda-
zali, potrzebny jest kwadrat tej dtugosci, wigc musimy go policzyc¢:

[16 +2(vV2 + 1)(vV3 — V2)]2 = 16 + 64(vV2 + 1) (V3 — v2) + 4(vV2 + 1)2(V3 — V2)? =
= 256 4+ 64(v2 + 1)(v3 — v/2) +4(3 +2v2)(7 — 2V6) =

= 256 4 64+/6 — 128 4 64+/3 — 64/2 + 84 — 24/6 + 5612 — 161/12 =

= 2124 40v/6 + 32v/3 — 8v/2 = 4(53 + 10v/6 + 8V3 — 2v/2) .

Teraz, biorac pod uwage np. trzeci wiersz rOwnania z rozwigzania nr 1 zadania nr 26, mamy:

4(53 4 10v/6 + 8v/3 — 2v/2) = 2r2(1 — ),

czvli 12 — AB3+10V6+8vE-2vD) _ A(53110V6+8v3-2v2)  24v3 _
y - 2_\/?: — 2_\/?—) 2+\/§ =

= 4(53 +10v/6 + 8v/3 — 2v/2)(2 + v/3) = 4(130 + 18v/6 + 69v/3 + 261/2) .

Pole naszego tréjkata to %7“252'11300 = %rz =130 + 18v/6 + 69v/3 + 261/2 em?2,
czyli pole naszego dwunastokata to 12(130 + 18v/6 4 69v/3 + 26\/5) cm?.

Teraz kolej na pole jednego ,,miniobszaru”, ktére policzymy jako réznicg sumy po6l czterech tréj-
katow prostokatnych, o przyprostokatnych dlugosci 11 « oraz sumy p6l dwéch wycinkéw kotowych
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wyznaczonych przez katy Srodkowe o miarach po 75°, czyli jednego wycinka wyznaczonego przez kat
Srodkowy o mierze 150°.

Pole jednego takiego trdjkata to 17”” = w

2VI+ 1)(V3 - V).

, a wigc pole czterech takich tréjkatow to

Pole wycinka kota o promieniu 1 utworzonego przez kat Srodkowy o mierze 150° to

150° 2__ 5
Tle = 57

360°

Pole jednego ,,miniobszaru” to wiec 2(v/2 + 1)(v/3 — v/2) — 37, czyli suma p6l dwunastu ,,mi-
niobszaréw” to 24(v/2 + 1)(v/3 — v/2) — 5 em?.

Odpowiedz do zadania to suma pola dwunastokata i dwunastu ,,miniobszaréw’:
12(130 + 18v/6 + 69v/3 + 26v/2) + 24(vV2 + 1)(v/3 — V2) — bmr =

= 1560 + 216v/6 + 828+/3 + 312v/2 + 241/6 + 24/3 — 241/2 — 48 — 57 =
= 1512 + 240v/6 + 852v/3 + 288v/2 — 57 cm? .

Rozwiazanie tego zadania innymi sposobami pozostawiam juz Tobie, Szanowny Czytelniku, 1 zy-
cz¢ Ci milej zabawy matematycznej. =

6 Zadanie nr 28

,Jakie bedzie pole najwigkszego obszaru, ktory mozna ograniczy¢ paréwkami uzytymi do Sniada-
nia, jezeli koniec jednej parowki styka sig 7 koricem innej parowki? Doktadnie dwie sqsiednie parowki
sq utozone prostopadle. Zeby zobaczy¢ wszystkie te parowki bez uzycia lusterka nie musimy spoglq-
dac za siebie. Pomijamy grubos¢ parowek.”

To trzecie zadanie z cyklu tych, ktére maja wspdlna genezg, a réznice w tresci sg bardzo niewiel-
kie. Dzisiaj kto§ méglby je okreslic modnym ostatnio mianem ,,wiazki zadan”, cho¢ pierwszy raz
pojawily si¢ one w Konkursie Matematyczne Preteksty w 2013 roku, czyli na dlugo (fadnych kilka
lat) przed pojawieniem si¢ tzw. ,,wiazek zadan” na Maturze. Od zadan maturalnych réznig si¢ stop-
niem trudnosci.

Juz na pierwszy rzut oka widac, ze skala trudnoSci znacznie
wzrosta, w poréwnaniu do dwéch poprzednich zadan (pomimo
pominigcia gruboSci paréwek). Uwazny uczestnik, ktory wie, A
ze wielokat ograniczony o najwigkszym polu to ten, ktéry jak naj-
bardziej ,,przypomina” koto, predzej, czy pdzniej, narysuje taka

s N
gure: /
\
N\

I tu ,,zaczynaja si¢ schody”, bo o ile obliczenie pola wystaja- \
cego ,,rozka” jest banalne, o tyle obliczenie pola wielokata wpi- /

sanego w okrag juz takie tatwe nie jest, bo 6w wielokat nie jest
foremny.

\/
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GdybySmy chcieli podzieli¢ go na jedenascie tréjkatow
rownoramienych, to bytyby ich dwa rodzaje: dziesig¢ trdjka-
tow o najmniejszym kacie miary « i jeden trdjkat o naj-
mniejszym kacie miary S, przy czym a < [ i 10a + / \
B = 360° (rysunek z prawej). Wiadomo, ze do rozwigza-
nia potrzebujemy: «, § i r, wigc szukajmy zwigzkéw migdzy
nimi.

PoprowadZmy najdtuzsze wysokoSci w dwdch (moze sasiadu-

/\
~— =

jacych?) tréjkatach réwnoramiennych o roinych katach (rysunek /
ponizej). Wéwezas 2 = sin$ 9\f = sind, czyli 2 = 22 o
b} sma

sm— V2sing,

czyli sin®-102 = \2sing & sin(180° — Ha) =
V2sing & sin(ba) = V2 - /1L &

& sin(ba) = /1 —cosa & sin*(ba) = 1 — cosa &
1 — cos?(ba) = 1 — cosa &

& cosa = cos*(ha) = cos?(2a + 3a) = (cos2a - cos3a —
sin2a - sinda)? .

Nastepnie, przez kilka mitych ,chwil” przeksztalcajac
prawa strong¢ tego réwnania (pozwolg sobie nie cytowaé tych
przeksztalcen, bo niniejsza publikacja znacznie zwigkszytaby
swoja objetosc), a potem dokonujac pewnych operacji na obu jego stronach (réwniez pozwolg sobie
nie cytowac tych operacji, z wczesSniej wymienionego powodu), otrzymatem sympatyczny efekt:

256¢0s°ac — 640cos” a + 560cos’ac — 200cos®ac + 25cosa — 1 =0 .

Do znalezienia przyblizonych wartosci cosa wystarczy zwykty arkusz kalkulacyjny. Nalezy wigc
wszystkie wielkosci potrzebne do obliczenia pdl oraz same pola wyrazié przy pomocy tegoz cosc
ijuz!

Na razie nie dane mi bylo poznaé innych rozwiazan tego zadania.

Roéwniez zaden uczestnik 1. etapu I. edycji Konkursu Matematyczne Preteksty nie podat jego po-
prawnego rozwigzania (nalezato to zrobi¢ z doktadnoScia do zaledwie dwdch miejsc po przecinku).

7 Ksztalcenie umiejetnosci matematycznych i nie tylko

1.

Tresci zadan Konkursu Matematyczne Preteksty podawane sa wytacznie stownie, bez dodatko-
wych rysunkéw*** - nie tak, jak to bywa bardzo czgsto w podrgcznikach i zbiorach zadan (czy ze-
szytach éwiczen). Zmusza to uczestnika do wykazania si¢: umiejetnoscia czytania ze zrozumieniem,
rozumowaniem logicznym i wyobraZnia.
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2.

Czes¢ informacji potrzebnych do rozwiazania zadan jest zawarta/ukryta w teksScie wstepnym (tutaj
nie cytowanym), co dodatkowo wymaga umiejgtnosci wyszukiwania informacji: czytania ze zrozu-
mieniem, spostrzegawczosci, kojarzenia faktéw i rozumowania logicznego.

3.

Bardzo czgsto, szczeg6lnie przy rozwigzywaniu nietypowych probleméw (a jest ich mnéstwo),
uczestnicy muszg uruchomié procesy badawcze (np. odkry¢ ksztalt wielokata ograniczonego o naj-
wigkszym polu, przy jego statym obwodzie). Ksztatci to matematyczna ,,wolg walki”, nie poddawania
sig w trudnoScich i ,,chwytanie byka za rogi” - umiejgtnosci bezcenne nie tylko w przypadku edukacji
matematycznej. Kilkadziesiat dni na rozwiazywanie zadan jest wigc jak najbardziej pozadane.

4.

Zadania konkursu nie sa przypisywane konkretnym poziomom edukacyjnym uczestnikow. Jak wi-
da¢ wyzej, wigkszo$¢ zadan moze by¢ (czgsto r6znymi sposobami) rozwigzana przez uczestnikow
w réznym wieku i z réznym zasobem wiedzy matematycznej - licza si¢ przede wszystkim matema-
tyczne umiejetnosci. Czasami wsrdd tréjki najlepszych uczestnikéw konkursu (bez wzgledu na kla-
syfikacj¢ w ramach kategorii konkursowych), obok uczniéw szkét ponadpodstawowych znajdywali
si¢ uczniowie szkot podstawowych.

Dodatkowa zaleta takiej sytuacji wielopoziomowego przeznaczenia zadah konkursu, przy jedno-
czesnym braku formalizméw w ich tresci, sa proby rozwiazywania prawie wszystkich zadan
przez spora czg¢$¢ uczestnikéw w réoznym wieku. Kazda taka préba rozwija uczestnika i ksztalci jego
umiejetnosci matematyczne.

Prawdopodobnie w przeciwnym przypadku takich préb bytoby zdecydowanie mniej, bo np. uczen
8 klasy szkoly podstawowej moglby ,,odpuscic¢ sobie” zadanie dla ucznia 2 klasy szkoty ponadpod-
stawowej, by¢ moze nawet nie czytajac jego tresci.

5.

Do takich, wtasnie wspomnianych préb, zmusza takze to, ze zadania nie sa utozone zgodnie z ro-
snacym stopniem ich trudnosci. Po zadaniu trudnym mozna wigc spotkac¢ zadanie tatwe lub bardzo
tatwe (np. dla przedszkolakéw, bo jest rowniez i taka kategoria konkursowa, przy czym oni pracuja
razem z rodzicami).

Uczestnicy szukajacy najpierw zadan tatwiejszych, co jest zupetnie naturalne, musza przeczytaé
tresci wszystkich zadan. A wiadomo, ze wowczas odbywa si¢ tez przynajmniej ich wstepna analiza -
uruchamiamy wyobraznig, logike, kojarzymy wstepne fakty itp.

,,Przy okazji” tworzony jest, bardziej lub mniej Swiadomie (a moze zupetnie pod§wiadomie), plan
rozwiazywania zadan. Jest to ponownie umiejetnoS¢ bezcenna nie tylko w matematyce.

6.

Sporej czesci zadan Konkursu Matematyczne Preteksty nie da si¢ rozwiazaé ,,z biegu”. Najcze-
Sciej wymagaja one wspomnianego wczesniej procesu badawczego - dluzszego lub krétszego i ta-
twiejszego lub trudniejszego. Wiasnie dlatego uczestnicy maja kilkadziesiat dni na ich rozwiazywa-
nie.

Taki spos6b pracy wymusza na uczestniku petna koncentracj¢ uwagi i utrzymywanie jej do kiedy
tylko moze, albo do kiedy jest to konieczne. Czgste wykonywanie takich proceséw (a zadan jest za-
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wsze co najmniej kilkadziesiat) znacznie polepsza funkcjonowanie mézgu i przygotowuje do pracy
nad ztozonymi i dtuzszymi problemami - nie tylko matematycznymi.

7.

Zazwyczaj wigkszo$¢ zadan konkursu dotyczy sytuacji wzigtych z zycia, najczeSciej bliskich
uczestnikom. Przy czym nie sg to sztucznie tworzone sytuacje typu ,,Pani Ania kupita 13 paczkoéw,
a pani Basia dwa razy wigcej ...” lub ,,Pan Jan zalozyt lokat¢ w banku ...”. Tekst wstepny tworzy
konkretng przestrzen, do ktérej ,,wchodzi” uczestnik i w niej si¢ porusza. Oczywiscie kazdy naktada
na ten opis wlasne wyobrazenia, ale to tym bardziej wiaze go emocjonalnie z przedstawiong sytuacja
1 wowczas staje si¢ ona bardzo bliska uczestnikowi.

Efekt obcowania z przestrzenia, w ktérej rozgrywa si¢ konkursowa aktywno$¢ matematyczna jest
taki, Ze zaangazowany uczestnik moze zaczaé duzo lepiej dostrzega¢ matematyke w swoim codzien-
nym zyciu. W przypadku pierwszej edycji konkursu wystarczy, ze pdjdzie do sklepu kupowac ...
paréwki! Wspomnienia zadan konkursowych moga wtedy uruchomic procesy analizy i1 kojarzenia
faktow np. przy sklepowej ladzie z wedlinami. Uruchamiane sa procesy myS$lenia matematycznego
w normalnym zyciu uczestnika, jako poktosie zadan konkursowych.

8.

Czas zabawy zadaniami Konkursu Matematyczne Preteksty ma réwniez niebagatelne znacze-
nie. Wspomniane juz wczesniej kilkadziesiat dni na rozwigzywanie zadan powoduje, ze uczestnik
przez dlugi czas jest aktywny matematycznie. Oczywista oczywistoscig jest to, ze takie dtugotrwate
oddziatywanie duzo bardziej rozwija umiejg¢tnosci matematyczne zaangazowanego uczestnika,
niz inne, krétkotrwate bodzce.

9.

W sporej czgsci zadan konkursu, dane (dtugosci odcinkéw, miary katow itp.) nie sa dobierane tak
,»prosto, tadnie i mito”, jak w podrgcznikach lub zbiorach zadan. Biorac tez pod uwage to, ze nie za-
wsze akceptowane s3g odpowiedzi przyblizone, takie sytuacje wymuszaja na uczestnikach wykazanie
si¢ takze zwykla, techniczng umiejgtnosScia liczenia, przeksztatcania wyrazen arytmetycznych lub al-
gebraicznych, stosowania wzoréw itp.

A nawet, jesli akceptowana jest przyblizona odpowiedZ do zadania, to zazwyczaj musi to by¢
dos¢ doktadne przyblizenie. A takie przyblizenia wykonuje si¢ tylko na koricu obliczen, wigc uczest-
nik 1 tak musi wykazac si¢ wspomianymi wyzej umiejgtnoSciami ,,techniczymi”.

10.
Teraz jest miejsce na to ,,i nie tylko” z tytutu tej sekcji. =

Bardzo czgsto tematem tekstu wstepnego jest rodzina, zwlaszcza wielodzietna. Cho¢ rzeczywiste
powody sa duzo wazniejsze, to jednak przy okazji jest to tez konkretny, bardzo pragmatyczny ukion
w strong kolezanek i kolegéw, zajmujacych si¢ wychowywaniem i ksztalceniem dzieci i mtodziezy -
troska o mozliwo$¢ wykonywania pracy.

Sprawa jest banalna i oczywista - jesli bedzie mato dzieci, to w koricu bedzie mato pracy dla tych,
ktérzy maja wychowywac i uczy¢.

11.
Inne ,,i nie tylko” dotyczy mozliwosci (?konieczno$ci?) rozwiazywania zadan razem z rodzicami,
uczestnikéw z kategorii konkursowych: SPO, SP1, SP2 i SP3. Trzeba im czyta¢ i wyja$niaé teksty
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wstepne i tresci zadarh oraz wspieraé przy rozwiazywaniu.

Oprécz zaspokajania podstawowych potrzeb, dzieci, zwlaszcza te najmtodsze, potrzebuja
przede wszystkim ... mitoSci rodzicéw (zreszta chyba nie tylko dzieci i nie tylko rodzicéw).

A jak wiadomo, jednym z jej przejawOw jest poSwigcany dzieciom czas - na czytanie ksigzek,
zabawy itd. oraz ... wspdlng zabawe zadaniami Konkursu Matematyczne Preteksty. Zwlaszcza, ze za-
zwyczaj nie sg one tatwe i najmtodsi uczestnicy tym bardziej doceniaja wsparcie rodzicéw, kiedy maja
problemy do rozwigzania.

8 Zastosowania

Pretekstowe Koétka Matematyczne (PKM) to najlepszy sposéb na ksztatcenie umiejgtnosci mate-
matycznych przy pomocy zadan Konkursu Matematyczne Preteksty.

To systematyczne, cotygodniowe spotkania po§wigcone rozwigzywaniu archiwalnych zadan kon-
kursu. Kazdy uczestnik pracuje samodzielnie migdzy spotkaniami, a w czasie kétka omawiane sa
efekty tej pracy - jedni ucza si¢ od innych. Taka wtasnie sytuacja jest szczegdlnie wazna dla uczniow
stabszych matematycznie, bo cho¢ poczatkowo moga mie¢ ktopoty z rozwiazywaniem zadan konkur-
sowych, to obserwujac sposoby lepszych kolegéw, rozwijaja swoje umiejetnoSci matematyczne.

W czasie lekcji w szkole, nauczyciel tak samo przekazuje wszystkim uczniom wiedzg i uzywa
jezyka matematyki. Jednak nie wszyscy uczniowie potrafig ich potem uzywacé tak samo efektywnie.
R6z7nig ich wlasnie posiadane umiejgtno$ci matematyczne, czyli wykorzystywanie tej wiedzy i jezyka
do rozwigzywania problemow.

Sposéb myslenia i pracy, ksztatcony w ramach Pretekstowych Kétek Matematycznych, umozliwia
uczestnikom rozwiazywanie nietypowych zadan, co jest szczegélnie wazne na Egzaminie ésmokla-
sisty lub na Maturze. O ile do biezacych sprawdzianéw uczniowie zazwyczaj moga si¢ stosunkowo
tatwo przygotowac (by¢ moze jednym z wyjatkéw byli moi uczniowie, ktérym prawie zawsze sam
wymyslatem - niekoniecznie typowe - zadania na sprawdziany, wigc byli najczesciej zaskakiwani,
czego skutkiem ubocznym byty rézne stosunki migdzy nami, ale za to efekt koicowy na Maturze byt
bardzo sympatyczny), o tyle Egzamin 6ésmoklasisty czy Matura, to w pewnej czgsci spora niewia-
doma.

Ksztalcenie umiejetnoSci matematycznych to niekoniecznie krétki proces, wigc najlepiej uczest-
niczy¢ w Pretekstowych Kétkach Matematycznych od jak najmtodszych lat.

Dobrze, jesli takie kétko prowadzi w okolicy dobry nauczyciel.

W niezbgdne e-booki z archiwalnymi zadaniami konkursu, zaréwno prowadzacy, jak i uczestnicy,
moga zaopatrzy¢ si¢ przez MatPret.pl (zam6wienia zbiorowe to réwniez duze rabaty)'.

Takiego nauczyciela wspieramy bezptatnymi Pretekstowymi Spotkaniami Nauczycielskimi?.

Jezeli nie ma takiego kdtka w okolicy, to mozna uczestniczy¢ w ogdlnopolskich Pretekstowych
Kétkach Matematycznych™***, prowadzonych zdalnie (za poSrednictwem Internetu) przeze mnie (au-
tora tekstéw i1 zadan konkursu).

'MatPret.pl/ksiazki-i-pomoce-dydaktyczne
2MatPret.pl/pretekstowe-spotkania-nauczycielskie
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Gdyby nie byto mozliwosci udzialu w zadnej z powyzszych form PKM, to mozna indywidualnie
rozwiazywac archiwalne zadania konkursowe, bo nasze e-booki zawieraja réwniez instrukcje najlep-
szego wykorzystania ich w takiej wtasnie sytuacji.

2.

,Przygotowanie Diagnozujace do matematycznej czesci Egzaminu ésmoklasisty, z oceng szans
rekrutacyjnych uczestnika” i ,,Przygotowanie Diagnozujace do Matury z matematyki, z oceng szans
rekrutacyjnych uczestnika” to ogélnopolskie e-korespondencyjno-filmowe cykle odpowiednio dobra-
nych archiwalnych zadan Konkursu Matematyczne Preteksty. Badaja one poziom umiejgtnosci mate-
matycznych ésmoklasistow i siddmoklasistow albo maturzystow i bezposrednich przedmaturzystow
oraz rozwijaja te umiejetnosci przed jednymi z najwazniejszych egzaminéw w ich zyciu.

Kazdy uczestnik otrzymuje swoj indywidualny wynik biezacej porcji zadan oraz jego pordwnanie
z wynikami wszystkich innych uczestnikéw tego samego poziomu edukacyjnego.

Moze on réwniez dostawa¢ porOdwnanie swojego wyniku z wynikami tych wszystkich innych
uczestnikéw, ktérych niedlugo obejmie rekrutacja na ten sam cel, co jego (klasg¢ o tym samym profilu
w tej samej przysztej szkole ponadpodstawowej albo ten sam kierunek na tej samej przysztej uczelni
WYZSZE€])).

Szkoty moga otrzymywac cykliczne raporty statystyczne dotyczace ich uczniow

kkokok ok

Kulminacja calorocznej pracy nad ksztalceniem umiejgtnosci matematycznych i sprawdzianem
ich opanowania jest udzial w kolejnej edycji ogélnopolskiego Konkursu Matematyczne Preteksty.

Najlepiej jest, gdy w biezacej edycji konkursu bierze udziat jak najwigksza liczba uczniéw szkoty
lub wychowankow przedszkola. Maja oni wéwczas mozliwo$¢ poréwnania swoich umiejgtnosci z in-
nymi uczestnikami z tej samej placéwki. Dodatkowo, przy odpowiednio duzym poziomie uczest-
nictwa, koordynator z takiej placowki moze otrzymaé diagnoz¢ poziomu umiejgtnosci swoich pod-
opiecznych oraz jego poréwnanie z wynikami ogdlnopolskimi i regionalnymi. Wszak jest to szcze-
gblnie wazne np. na rok przed Egzaminem 6smoklasisty czy Matura.

W Konkursie Matematyczne Preteksty mozna réwniez startowaé indywidualnie, bez przypisania
do konkretnej placowki.

9 Zaproszenie

Na podstawie wspomnianych wyzej trzech zadan staratlem si¢ pokazac, jak sympatyczna matema-
tyka moze tkwi¢ w pozornie prostej tresci oraz jak olbrzymi potencjal edukacyjny tkwi w zadaniach
Konkursu Matematyczne Preteksty (najczgsciej o takich wtasnie tresciach).

Wszystkich zainteresowanych ksztalceniem umiejetnosci matematycznych
zapraszam do korzystania z bogactwa projektu Matematyczne Preteksty i zy-

czg dobrej zabawy.

Walbrzych, 19 lutego 2026 r.
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10 Przypisy koncowe

*

Uwielbiam uczy¢ matematyki i sprawia mi to olbrzymia rados$¢, wigc bardzo dzigkuje za to Panu
Bogu.

Cho¢ nie ma w tym zadnej mojej zastugi, to jednak bardzo ciesz¢ si¢, ze w 1989 roku - w czasach
totalnego formalizmu w matematyce szkolnej - niezaleznie od innych, wymyslitem zupetnie nowe
podejscie do matematyki szkolnej - zadanie o dzielnym traperze Benie Rozumku, ktére byto moim
pierwszym zadaniem ,,pretekstowym”. Wywotato ono zachwyt u opiekuna dydaktycznego naszego
roku, pana Krzysztofa Omiljanowskiego, i dzigki jego wsparciu wkrétce pojawity si¢ kolejne zadania
tego typu’.

Niedtugo potem moja kolezanka z roku, Malgorzata Mikotajczyk, ktéra zaczeta prace dydak-
tyczng w Instytucie Matematycznym Uniwersytetu Wroctawskiego, opowiedziata mi o nowopow-
statym Stowarzyszeniu Nauczycieli Matematyki. Pojechalem wigc na II Krajowa Konferencjge SNM
1 zauroczyto mnie ono, wigc od tamtej pory jestem jego cztonkiem.

Okazalo si¢ wtedy, ze nie jestem jedynym, ktory stara si¢ zmieni¢ podejScie do matematyki szkol-
nej, wigc czulem si¢ jak ryba w wodzie. Tak, jak wielu innych cztonkéw SNM, dzieliliSmy si¢ swoimi
pomystami podczas warsztatéw i konferencji regionalnych oraz krajowych, wigc ja takze dzielitem
si¢ swoimi Matematycznymi Pretekstami®.

Kilka lat pézniej Wacek Zawadowski, Mirek Dabrowski i1 Piotrek Piskorski napisali nowy pro-
gram nauczania matematyki w szkole podstawowe;j ,,Matematyka 2001 1 zaprosili mnie do tworzenia
- pierwszej takiej w Polsce - serii podrecznikéw, zeszytow ¢wiczen, zbioréw zadan i poradnikéw me-
todycznych. Bylem zachwycony, bo ,,Matematyka 2001 byla cata ... pretekstowa, a wydawca serii
bylo najwigksze wéwczas polskie wydawnictwo edukacyjne, czyli Wydawnictwa Szkolne i Pedago-
giczne, a to oznaczalo, ze to nie tylko zabawa i sprawa jest powazna.

Ciekawa rzecza jest rowniez to, ze nasz podrecznik do klasy 2 gimnazjum (jeden z elementéw
przerobionej poprzedniej wersji serii, po zmianie systemu edukacyjnego), podczas Migdzynarodo-
wych Targéw Ksigzek we Frankfurcie nad Menem zdobyt Brazowy Medal Targéw oraz tytut ,,Naj-
lepszego podrecznika do matematyki w Europie™.

W 2013 roku wymyslitem, wielokrotnie juz wspominany, Konkurs Matematyczne Preteksty, a je-
sienig odbyta si¢ jego pierwsza edycja. Pierwszymi recenzentami zadan konkursowych byli moi przy-
jaciele ze studiéw - Alina i Jacek Swiatkowscy z Wroctawia. Alina byta zachwycona a Jacek, ktéry za-
wodowo zajmuje si¢ geometria, stwierdzit, ze niektére zadania sg bardzo trudne. I miat racj¢! Od razu
pozna¢ byto fachowca, bo potrafit przebic si¢ przez tresci pozornie prostych zadar i dostrzec ich gle-
big. Jak na razie, co roku odbywa si¢ kolejna edycja konkursu.

Ostatnia szkota, w ktorej uczytem byto Akademickie Liceum Ogdlnoksztatcace Politechniki Wro-
ctawskiej. Cho¢ wyniki Matur moich uczniéw, ktérych przygotowywatem od ich pierwszej klasy,
przez 3 lata (bylo to jeszcze liceum po gimnazjum) byly bardzo sympatyczne, to zrezygnowatem
po kolejnym roku pracy z powodu rodzicéw kolejnych pierwszakéw, ktérzy uwazali, ze za duzo wy-
magam i za surowo oceniam. Najciekawsze byto stwierdzenie jednego z rodzicéw, doktora z Instytutu
Matematyki Politechniki Wroctawskiej, ktory stwierdzil, ze ,,z logiki matematycznej wymagam wig-
cej od moich uczniéw, niz on od swoich studentéw”. =

Poniewaz prowadzitem juz wéwczas Akademi¢ UmiejetnoSci Matematycznych, to rezygnacja
z ALO PWr nie stanowita problemu z praca.

3Dzi$ sa one zebrane w mojej ksiazce ,,Matematyczne Preteksty. 50 zadan”, dla nauczycieli i rodzicéw zaangazowa-
nych w edukacj¢ matematyczna swoich dzieci.

“Pézniej okzalo sie, ze ma to réwniez smutne oblicze, bo moje pomysty pojawiaty sie w réznych miej-
scach/podrgcznikach, ale bez wspomnienia o ich Zrdédle. Szczytem byto wykorzystanie jednego z moich zadan z 1990
roku, bez pytania mnie o zgode, przez Wroctawskie Centrum Doskonalenia Nauczycieli, podczas diagnozy ,,Na starcie
w szkole ponadpodstawowej” w 2019 roku.

>Moge si¢ jedynie domyslaé, dlaczego WSiP nie wykorzystat wéwczas tego sukcesu marketingowo.
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KiedyS bytem cztonkiem Association of Teachers of Mathematics (ATM), a od pewnego czasu
jestem rowniez czlonkiem Stowarzyszenia na rzecz Edukacji Matematycznej (sem.edu.pl).

Od ponad trzydziestu lat jestem me¢zem Lucyny, a takze tata naszych dzieci: Kuby, Karoliny,
Tomka, Bartka, Marysi, Piotrka i Oli.

By¢ moze réwniez dlatego tematyka rodzin wielodzietnych nie jest mi obca.

*k

MatPret.pl/konkurs-matematyczne-preteksty

ok sk

Przyktadowy, bezptatny e-book z zadaniami pierwszego etapu VI edycji Konkursu Matematyczne
Preteksty mozna swobodnie pobra¢ z MatPret.pl/KMP1819-trening-ebook.pdf .

kokkok

Pretekstowe Koétka Matematyczne dla uczniéw szkét podstawowych sa opisane
na AUM.edu.pl/dla-uczniow-szkol-podstawowych .

Pretekstowe Koétka Matematyczne dla uczniéw szk6t ponadpodstawowychsa opisane
na AUM.edu.pl/dla-uczniow-szkol-srednich .

Kok kokok

,,Przygotowanie Diagnozujace do matematycznej czesci Egzaminu ésmoklasisty, z oceng szans
rekrutacyjnych uczestnika” jest opisane
na AUM.edu.pl/egzamin-osmoklasisty-matematyka-przygotowanie-diagnozujace .

,,Przygotowanie Diagnozujace do Matury z matematyki, z oceng szans rekrutacyjnych uczestnika”
jest opisane
na AUM.edu.pl/matura-z-matematyki-przygotowanie-diagnozujace .

Wszelkie prawa zastrzezone! Copyright ©Marek Matejuk. 19 lutego 2026 r. - MatPret.pl/artykuly 15



POSWIADCZENIE czasu okazania dokumentu — data pewna

_Repertorium A, Nr 2417 /2026

:» Kancelaria Notarialna w Walbrzychu, ulica Stowackiego Nr 13/3 notariusza dr

E: Rﬁfa)‘ Firleja.

‘S'\\Ml dczam, iz w dniu dzisiejszym to jest dnia 16.03.2026 r. (szesnastego
éylca dwa tysigce dwudziestego szostego roku) w Kancelarii Notarialnej przy

[+l 1c;z towackiego Nr 13/3 w Walbrzychu stawit si¢ osobiscie przed notariu-

dr Rafatem Firlejem:

‘Pan Marek MATEJUK, syn , posiadajgcy

PESEL , zamieszkaty: 58-3
, ktérego tozsamos¢é ustalitem na podstawie dowodu osobistego serii i

numer

Poswiadczam, iz Pan Marek MATEJUK w dniu 16.03.2026 roku o godzinie
12:35 okazat niniejszy podpisany przez siebie egzemplarz artykutu pod tytutem
» Wielopoziomowe zadania z lusterkiem, czyli ksztalcenie umiejetnosci matema-
tycznych i nie tylko” wraz z o§wiadczeniem dotyczacym praw autorskich stawa-

jacego.

Pobrano:

—=- Zgodnie z §13 pkt. 3 Rozp. Min. -------
- Sprawiedliwosci z dnia 28.06.2004 roku

W sprawie taksy notarialnej, kwote 90,00 ztotych

-'/poﬂatek od towarow i ustug VAT /23 % /

na podstaw1e ustawy z dnia 11.03.2004 roku

“Z p6zn. zm. w kwocie 20,70 ztotych

Razem: 110,70 ztotych




